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Let f be an analytic function mapping a domain in c into a complex Banach 
algebra. Using potential theory and a new result on almost continuity of the 
spectrum, which extends the theorem of Newburgh, we prove that either the 
set of A such that the spectrum of f(l\) is finite is of outer capacity zero, or there 
exists an integer n such that the spectrum of f(A) has at most n elements for 
every h. From this we get extensions of a theorem given, in the complex case, by 
Kaplansky in 1954 and Hirschfeld and Johnson in 1972. More precisely we show 
that, if the spectrum is finite for every element of an open set of a real algebra 
or of the set of Hermitian elements of an algebra with an involution, then the 
quotient of this algebra by its radical is finite-dimensional. 
INTRODUCTION 
Ce travail a une double origine: d’abord nos premihes etudes sur la continuitC 
spectrale qu’on pourra trouver dans [2], ou bien, sous forme plus rudimentaire, 
dans [l], puis nos reflexions sur le rCsultat de Kaplansky, paru dans [16], 
redCmontrC de faGon Mgkement diffPIrente par Hirschfeld et Johnson, dans [14], 
qui affirme que si tout ClCment d’une algkbre de Banach complexe A a son 
spectre fini alors A/Rad A est de dimension finie. Dans les deux cas la dCmonstra- 
tion est purement analytique, entikrement basCe sur I’intCgrale de Cauchy, 
aussi ne s’applique-t-elle pas au cas oh A est rCelle ou au cas involutif, en sup- 
posant le spectre fini seulement sur les Clements hermitiens. Hirschfeld et 
Johnson avouent m&me leur incapacitC de dCmontrer l’existence d’un majorant 
pour le nombre d’C1Cments du spectre, en utilisant un argument de Baire 
analogue Q celui que nous utiliserons plus loin (thCor&me 2), alors que cette 
mCthode aurait l’avantage de s’appliquer m&me dans le cas non complexe. 
Simplement ils n’ont pas pen& & utiliser la thCorie des fonctions sous-har- 
moniques. 11 faut dire qu’a priori l’utilisation de la thCorie du potentiel n’est 
pas Cvidente. Jusqu’g maintenant, pour des raisons que nous ignorons, personne 
* Travail subvention& par le Conseil National de Recherches du Canada (A7668). 
232 
Copyright 0 1977 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. ISSN 0022-1236 
ALGhBRES DE BANACH DE DIMENSION FINIE 233 
ne semble avoir voulu utiliser, pour des etudes spectrales, le resultat de Vesentini 
([21] ou [22]) qui aflirme que si f est une fonction analytique de C dans une 
algebre de Banach complexe alors h -+ &(A)) et h + Log p(f(A)), oh p est le 
rayon spectral, sont sous-harmoniques. Trb curieusement il n’est m&me pas 
cite dans le nouveau livre de Bonsall et Duncan [6], bien qu’il ait certainement 
des applications encore plus importantes que celles trouvees dans [I, 2, 31 et 
le present article. 
Dans la premiere partie, si 8 designe le diametre du spectre de f(h), on 
prouve que h -+ Log 8(f(h)) est sous-harmonique; cela nous permet en particu- 
lier de montrer que si Spf&,) est fini, alors dans un voisinage de A, , ou bien 
l’ensemble des h tels que Spf(h) soit fini est de capacite exterieure nulle ou 
bien c’est tout le voisinage. 11 nous faut alors amtliorer le theoreme de presque- 
continuite prouve dans [Z] et utiliser les proprietes des ensembles non effiles 
en un point pour obtenir le resultat fondamental de ce paragraphe: ou bien 
l’ensemble des h tels que Spf(h) est fini est de capacite exterieure nulle, ou 
bien il existe un entier n tel que le spectre de f(h) a au plus n elements pour 
tout A. 
Dans la deuxieme partie on applique ce resultat pour prouver que si A est 
une algebre de Banach complexe dont tout Clement d’un ouvert non vide a son 
spectre fini alors A/Rad A est de dimension finie. Nous Ctendons cela au cas, 
qui semblait apparemment plus difficile, des algebres de Banach reelles ou 
involutives. Nous donnons aussi quelques curieuses gentralisations des thee- 
remes de Gelfand-Mazur et Edwards pour la caracterisation des trois seuls 
corps reels [w, C ou K (le corps des quaternions). 
Pour terminer, bien que cela ait une importance minime et puisse se voir 
d’une autre facon [8], nous montrons que la conjecture de Kurosh est vraie 
pour les algebres de Banach reelles. 
1. LE TH~OR~ME FONDAMENTAL 
Dans tout ce paragraphe A designera une algebre de Banach complexe, 11 I] 
sera la norme, Sp x le spectre de x, # Sp x le nombre de points du spectre, 
p(x) le rayon spectral, 6(x) le diamhre du spectre, aK la frontihe du compact K 
et B (a, I) l’ensemble {a 1 1 z - a 1 < r}. 
Commencons par rappeler quelques definitions et propriettb classiques: 
soit D un domaine de C, une fonction 4: D + Iw v {-CO} est dite sous-har- 
monique si: 
(a) 4 est semi-continue superieurement sur D, ce qui Cquivaut a dire que 
quel que soit A0 E D. 
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(b) #I possede la propriM d’inegalite de moyenne, c’est-a-dire que: 
$(A,J < (1/27r) ~~#,, + reie) de, pour tout A, E D et r >, 0 tel que le disque 
ferme &A, , Y) soit contenu dans D. 
Les fonctions sous-harmoniques possedent les proprietes suivantes: 
1” Toute somme finie de fonctions sous-harmoniques est sous-har- 
monique. 
2” Si f est convexe et croissante et + sous-harmonique alors f o # est 
sous-harmonique. 
3” Si $r >,$s > a.1 >$,a ... est une suite decroissante de fonctions 
sous-harmoniques alors 4(h) = lim (bn(h) est sous-harmonique. 
4” Si $ est sous-harmonique, + >, 0, telle que 1 e”lh 1 +(A) est sous-har- 
monique pour tout (Y E C, alors Log+ est sous-harmonique. 
5” Si 4 est sous-harmonique sur D alors 
+(A,) = %i +(A) 
:;? 
pour A, E D. 
&DO 
Commencons par donner deux lemmes bien connus dont nous ferons un 
usage systematique. 
LEMME 1. Si a E A et si U est un ouvert contenant Sp a alors il existe un 
voisinage V de a tel que b E V implique Sp b C U. 
Dkmonstration. Voir Rickart [19, theoreme 1.6.16, pp. 35-361, ou Bonsall 
and Duncan [6, proposition 17, p. 261. 1 
LEMME 2. Si a E A et si C est un ouvert-fermi’ du spectre de a alors pour tout 
ouvert U contenant C il existe 01 > 0 tel que 11 a - b 11 < cy implique Sp b n U # 0. 
Dhonstration. Voir Newburgh [18], lemme 3. On peut aussi deduire ce 
resultat de notre resultat de presque-continuite (Proposition 2) en raisonnant 
sur des demi-droites reelles (voir [2], Corollaire 4). 1 
COROLLAIRE 1 (Theo&me de continuite de Newburgh). Si Sp a est totale- 
ment discontinu alors x ---f Sp x est continue en a. 
Dimonstration. Soit 5 E Sp a et V un voisinage ouvert de 5, alors il existe 
un ouvert-ferm& U de Sp a tel que 8 E UC V. D’apres le lemme 2, il existe 
a>0 telquella--b]l <olimpliqueSpbn V# m, doncSpaClim,+aSpb, 
d’oti Sp a = lim,,, Sp b, puisque iii&,,, Sp b C Sp a, d’aprb le lemme 1. 1 
Ce resultat s’applique done en particulier si # Sp a < CO. 
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LEMME 3 (Vesentini [21, 221). Si h *f(h) est une for&m analytique d’un 
domaibe D de @ dans A alors h + p( f (A)) et X + Log p(f (A)) sont sous-hmmoniques. 
Dcbwnstration. (a) Montrons d’abord que h -+ Log 11 f (h)jl est sous- 
harmonique. 11 est clair qu’elle est continue. D’aprb la formule de Cauchy on a 
done 
Ilf(~o)ll < U/W s,“” Ilf (4, + =Tll do. 
D’apres la propriete 4”, il suffit de prouver que X + I earh I * /If (X)11 est sous- 
harmonique, mais c’est evident car 1 @A 1 * jl f (h)ll = II emy(A)II et X + pY(A) est 
analytique. 
(b) Pour x E A on sait que la suite II 9” ll1/2” est decroissante et tend vers 
p(x), done, d’aprb la propriete 3”, A --f Log p(f (A)) est sous-harmonique, 
puisque Log p(f(X)) = lim,,,(l/2n) Log jl f (h)2” 11, oh h -+f(h)2” est analytique. 
(c) La fonction t + et est convexe et croissante, done, d’aprb la pro- 
priete 2”, h + p(f (A)) est sous-harmonique. 1 
COROLLAIRE 2 (Kleinecke-Shirokov). Si a, b E A vkifent [a, [a, b]] = 0, 
oh [ix, y] = xy - yx, alors p([a, b]) = 0. 
D&no&ration. Placons nous dans a l’algebre obtenue de A par adjonction 
d’une unite, alors: 
eAabevAa = b + X[u, b] + (X2/2!)[a, [a, b]] + (X3/3!)[u, [a, [u, b]]] + ... 
= b + X[a, b]. 
Done p(@ + [a, b]) = I p 1 P(ea14e-alu) = 1 p 1 p(b), pour p # 0. D’aprb la 
propriete 5”, il resulte que: 
P(i% m = !$ PW + [a, w = 0. I 
HO 
Bien sQr ce resultat est tres connu, mais la demonstration donnee est simple 
et naturelle. Voici maintenant le premier resultat important: 
LEMME 4. Si A + f (h) est une fonction analytique d’un domaine D de C dans A 
alors X -P S(f (A)) et X -+ Log S(f (I\)) sont sous-harmoniques. 
De’monstration. D’aprb le lemme 1, il est clair que h -+ S(f (A)) est semi- 
continue superieurement. Commencons par demontrer que: 
+) = j$+~ (Log f(e9 + Log f(e-9). 
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(a) Soient h, , ha E Sp X, tels que / h, - ha 1 = 6(x). Alors on a Log p(e”“) + 
Log p(e-““) 3 Log 1 eaAl 1 + Log / e-“Az j = Re(ol(h, - A,)), done en prenant 
01 = e+‘, oh 13 = Arg(h, - ‘\a), on obtient: 
+) = I 4 - h I d EET (Log p(e”“> + Log de-““)). 
Dans I’autre sens, la fonction (II -+ Log p(e”“) + Log p(e-““) est semi-continue 
superieurement, done atteint son maximum sur {z 1 I z I = I} en 01~ . Choisissons 
h, et ha de facon que I eaoAl I = p(e%“) et / e-Gz j = p(e-“0%). Alors 
ft~ (Log p(e”“) + Log p(e-““>) = Re(cdh, - A,)) < I 4 - A2 I < a(x). 
(b) Pour 01 fix6 +$) = Logp(exp(4(4)) + Logp(exp(---j(4)) est
sous-harmonique, d’apres le lemme 3. D’oti: 
ainsi h + 6(f(h)) est sous-harmonique. 
(c) Si on remarque que I eaA 1 6(f(h)) = G(eay(h)), en utilisant 4” on 
deduit que h --f Log S(f(h)) est sous-harmonique. 1 
Rappelons quelques definitions de la theorie du potentiel: 
Un ensemble E borne de @ est dit polaire s’il existe une fonction sous- 
harmonique 4, non identique a --co, telle que 4(h) = --00 pour h E E. 
Si K est un compact de C on d&nit la capacite’ de K comme &ant 
c(K) = e6, oti F’ = Inf, ssx Log(l/l z, - z2 I) &(x1) &(x2), pour toutes les 
mesures positives p portees par K, telles que p(K) = 1. 
On definit la capacite’ intbieure de E par c-(E) = Sup c(K), pour les 
compacts K contenus dans E et la capacite’ exthieure par c+(E) = Inf c-( U), 
pour les ouverts U contenant E. 
Un ensemble E est dit non e@k en z,, si z,, E .i? et si pour toute fonction 4 
sous-harmonique dans un voisinage de z, on a 
Voici quelques propriMs fondamentales qu’on pourra trouver dans les 
livres cites, mais aussi dans l’excellent livre de Tsuji [20]: 
Si A C B alors c+(A) < c+(B). 
Si (A,) est une suite de sous-ensembles de C, c+((Jzzl A,) < Cr=r c+(&). 
Si K est compact, c(K) = c+(K) = c-(K); si U est ouvert, c+(V) = c-(U). 
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Soient K un compact, 01 > 0, on appelle wnesure de Hausdorfl de K la 
quantite Inf CL, yia pour tous les recouvrements finis de K par les boules 
B(x, , ri). Pour (Y = 2, c’est la mesure de Lebesgue du plan, pour 01 = 1, c’est 
la mesure lineaire. Si c(K) = 0 alors K est de rr-mesure de Hausdorff nulle. 
D’apres le theoreme de Cartan (Voir [7, pp. 57-58]), un ensemble est 
polaire si et seulement si il est de capacite exterieure nulle. 
Si un ensemble ferme est de capacite -extCrieure nulle alors son complb 
mentaire est connexe (Voir [7, propritte 6, pp. 38-391). On peut aussi demontrer 
cette propriM en remarquant qu’il est de mesure lineaire nulle et alors on 
construit explicitement un chemin allant de a a b en demarrant sur le segment 
[a, b] puis en bifurquant sur les contours des disques recouvrant I’ensemble, 
avec C ri < E, de facon a revenir sur le segment apres avoir decrit le contour 
de chaque composante connexe de la reunion des disques. 
Un intervalle, un arc de Jordan sont non efliles en chacun de leurs points 
adherents. Cela resulte en particulier du theorbme d’Oka-Rothstein (voir [23, 
pp. 71-73]), mais aussi de la propriM suivante, don&e en corollaire dans 
[7, p. 891: si x,, E i? et s’il existe r > 0, tel que tout cercle, de centre x,, et de 
rayon plus petit que r rencontre E, alors E est non eflile en z, . 
Du theoreme de Cartan on peut deja deduire, a l’aide du lemme 3, que si 
X+-f@) est une fonction analytique de D dans A alors l’ensemble des h tels 
que p(f(h)) = 0 est de capacite exterieure nulle ou bien p(f(X)) = 0 pour tout 
h E C. Ainsi une algebre A est radicale si et seulement si p(x) = 0 pour x apparte- 
nant a un ouvert non vide U, en effet si a E U et b E A alors a + X(b - a) E U 
pour 1 h ] < r, r assez petit, ce qui implique que I’ensemble {X 1 p(a+h(b-a)) = 0} 
n’est pas de capacite exterieure nulle, done P(a + h(b - a)) = 0. Par un m&me 
argument, en utilisant le lemme 4, on deduit que l’ensemble des X tels que 
# Spf(X) = 1 est d e capacite exterieure nulle ou bien # Spf(h) = 1 pour 
tout h E Cc. Dans ce qui suit, nous allons generaliser ce resultat au cas quel- 
conque, mais auparavant nous aurons besoin d’un resultat local. 
PROPOSITION 1 (Resultat local). Soit X + f (X) une fonction analytiqzle d’un 
domaine D dam A et h, E D tel que # Sp f ()b) = n. Alors il existe r > 0 tel que: 
ou bien # Sp f (A) = n, pour 1 h - ;\o j < r, 
ou bien {X 1 1 h - X, I < r, # Sp f (X) = n) est de capacite’ exttkieure n&e. 
Dhmnstration. (a) Quitte a remplacer A par A, l’algebre avec unite, et 
h -f(h) par A-f (4 + OL, oti I 01 I > p(f (&,)), ce qui ne change pas # Sp f (A), 
on peut supposer que f (X,) est inversible. Soit Sp f (A,) = (01~ ,..., a,}, il existe 
s > 0 tel que les disques B(oli , s) soient disjoints et ne contiennent pas 0. 
D’aprb les lemmes 1 et 2 il existe T > 0, tel que I h - X, I < Y implique: 
sp f (A) c B(al , s) u *** u B(c& , s) et Sp f (A) n B(ai , s) + ~3, for i = l,..., n. 
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Considerons les fonctions definies par: 
fi(4 = 1, si z E B(CQ , s), 
= 0, si z E u B(olj , s). 
j#i 
Ces fonctions sont analytiques sur B(or, , s) U ... U B(an , s) et vCrifientfi2 = fi, 
done si SpxCB(cw,,s)~*..uB(ol,, s), on peut definir, d’apres le calcul 
fonctionnel holomorphe [6, p. 361, les elementsfi(x) qui Aifient les propriMs 
suivantes: 
fi(d” = f&4, fi(4.fh) = 0 si i # j, fl(4 + **- +hM = 1, 
x commute avecfi(x). 
Pour 1 X - A, 1 < r definissons la fonction: 
Oh 
A@) = Log P&WN exp(c??(h))fi(f(h))) 
+ Log PAU~WQ) exd--f(~))fkf@))) 
et oti pa designe le rayon spectral dans A. Comme h -f,(f(h))f(h)f,(f(h)) est 
analytique sur B(&, , T), h -+ z@) es sous-harmonique, d’apres le lemme 4. t 
En fait si Ai designe I’algbbre fi(f(A)) Af(f(h)), on sait [19, p. 351, que pour 
aEAaona: 
SPA a = SPAS a u (0) 
done que PA(a) = pAi( ce qui implique, avec les proprietes desf, , que: 
+(A) = i sAi(f(h)fi(f(h)))* 
i=l 
Comme dans la demonstration du lemme 4, on peut prouver, d’aprb la pro- 
priCtC 4” des fonctions sous-harmoniques, que X -+ Log #(A) est sous-harmo- 
nique sur B(& , r). D’apres le theoreme de Cartan, ou bien #(A) = 0 pour 
1 X - 4 1 < r ou bien {A 1 1 X - A,, I < r, #(A) = 0} est de capacite exterieure 
nulle. 
(b) Dans le premier cas soit X fixe tel que I h - A, I < T. Posons x =f(A), 
on a alors aA8(xfd(x)) = 0, pour i = l,..., n; done le spectre de xji(x) dans Ai 
est reduit a un seul point j3( . Comme Sp x n B(CQ , s) # 0 pour i = l,..., 7t, 
il est clair que Sp, x a au moins n points pour 1 h - A, 1 < Y. Nous allons 
montrer qu’il en a exactement tt. Soit ,6 E B(ai , s) avec b # /3, , montrons que 
x - p est inversible dans A, ce qui prouvera que Sp, x = @, ,..., p-s,>, d’oh le 
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resultat. Comme on a SpA,(xf(x)) = {/Ii}, alors Sp!j(x - fi)fi(X)) = @, - /I}, 
done (x - B)fd ) x es inversible dans Ai , d’oh il exrste yi E A tel que: t 
(x - B).fiW Yrfd4 = f&4 ri.mxx - 69 = f&9> 
soit en additionnant toutes les relations: 
@ -PI &s)r&(~) = f mYi.m(x - 8) = 1, 
id 
done x - p est inversible dans A. 
(c) Dans le deuxieme cas prouvons que si # Spf(h) = n, pour 
1 h - h, 1 < r alors # SpAi(f(h)fi(f(X))) = 1. Avec les mCmes notations que 
plus haut si Sp, x = {ri ,..., m}, avec yi E B(CQ , s), alors d’apres [6, p. 361, 
SPA&W) C h , Oh done SP,&$&)> C h , 01. Mais 0 6 sp,&$&)), car x 
est inversible dans A du fait que les B(ol, , s) ne contiennent pas 0, d’oti le 
rbultat. 1 
Malheureusement, sous cette forme, le resultat est inapplicable directement. 
11 va falloir le generaliser a une forme globale; mais, pour cela, nous aurons 
besoin d’une sorte de theoreme de continuite qui avait CtC demontre, dans [2], 
avec l’hypothese plus particuliere que E est un arc de Jordan (on utilisait le 
theoreme d’Oka-Rothstein). En fait la demonstration don&e ici est identique. 
LEMME 5. Soient +I ,...,& d es f onctions sowharmoniques ur un domaine D 
contenant x,, et E un sowensemble de D tel que z, E E. Alors si 
il existe me suite (X,) 
tendant vers z,, , avec h, # zO , h, E E, telle que 
Cic%) = ;z Wn), pour i = l,..., k. 
D&tumstration. Posons #(X) = +r(X) + *.* + &(A). D’apres l’hypothese il 
existe une suite (pn) tendant vers a0 , avec tag # a,, , I*,, E E telle que +(z,,) = 
lim,,, I,!&). Si k = 1 le lemme est evident. Supposons-le demontre pour 
k - 1 fonctions. Si i?iiiiiii,, &(IJ~) = &(a,,) alors (pn) admet une sous-suite, 
qu’on peut noter de la mCme facon, telle que linqIea $r(pn) = &(x0), mais alors 
xi”_, &(& tend vers &,+i(z,,) done, d’aprb l’hypothese de recurrence, il 
existe une sous-suite (pn() telle que lim &(P~,) = &(x0), pour i = l,..., k, et 
c’est termine. Si lZi+l(~n) = L < f&(zJ, ‘1 i existe une sous-suite (p%,) telle 
que lim +i(~~,) = L, mais alors C,“=, (b&Q tend vers z,Q,) - L = +&,) - L + 
&(zO) + *me + &&,) > &(a,) + .*a + ~&O), ce qui est absurde, d’aprb la 
definition de la semi-continuite superieure de x:-a &(A). 1 
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Si x E A, on dhote par a(x) le spectre plein de x, c’est-k-dire Sp x u (U T,) 
oh les Ti sont les trous de Sp X. 
PROPOSITION 2 (RCsultat de presque-continuitk). Si h -+f(h) est une fonction 
analytique du domaine D, contenant z,, , dans A et si E est un sowensemble de D 
non ej% en z,, alors il existe une suite (h,) tendant vers zO , avec h, E E, h, # x,, , 
telle que Em,,, u( f (h,)) = u( f (ZJ). 
Dtmonstration. Soit E > 0, d’aprb le lemrne 1, il existe 01 > 0 tel que 
/ h - z0 1 < 01 implique Sp f (h) C Sp f (zO) + B(0, E), done en particulier 
o(f (A)) c 4f (%)) + WJ 4. c onsidkrons un recouvrement fini de a Sp f (x0) 
par des boules cent&es en [I ,..., & , de rayon e/2 et soient Q ,..., 7% n’apparte- 
nant pas k a Spf(x,J tels que 1 Ei - vi j < e/8, pour i = I,..., k. Toujours 
d’aprks le lemme 1, il existe /3 > 0 tel que 1 h - z,, 1 < /3 implique f(h) - Q 
inversible pour i = I,..., k. Posons I@) = p((f (h) - 7&l), pour 1 h - z0 1 ,< /3. 
D’aprb le lemme 5, il existe une suite (& tendant vers z,, , telle que pn # z0 , 
pn E En B(z, , @) et &(x0) = lim,,, $&,), pour i = I,..., k. Done, en 
particulier il existe p(c) dans E, tel que p(e) # x0, j PI < Min(or, /3) et 
&(p(4) 3 4&d/2 > 0, pour i = L.., k car diC4 = p((f (4 - W) = 
d(T, , Sp f (x0))-l > 0. Dans ce cas: 
%((f (P(4) - %-‘) d G((f (%I) - %Y) G E/4* 
Ainsi toutes les boules B(Q , e/4) contiennent un point de a Sp f (p(c)), done 
il en est de m&me des boules B(& , e/2). Si .$ E a Sp f (x0), alors il existe fi tel 
que / 5 - Ei I < c/2 et il existe 5, E a Sp f (p(E)) tel que 1 fi - 5, j < e/2, done 
/ 5 - i& I <E, autrement dit: 
done 
a SP f (%) C a SP f (&)) + B(OY c), 
qui avec 
4f (%)) c o(f (4’))) + Jw 4 
4f h-44)) c o(f 6%)) + w, e), 
impliwe que d Mf (4), 4f (&)))I < E, oti d est la distance de Hausdoti 
sur les compacts de C dkfinie par: 
11 suffit alors de prendre h, = p(l/n) pour obtenir le rksultat. 1 
Dans [2], on a, dans certains cas, ICgkrement am&or6 ce rkultat, mais on a 
aussi montrC que 1’CnoncC analogue, obtenu en rempla$ant le spectre plein par 
le spectre est faux, sauf Cvidemment si le spectre n’a pas de trous, comme cela 
va &tre le cas dans le rksultat qui suit. 
ALGhBRES DE BANACH DE DIMENSION FINIE 241 
COROLLAIRE 3. Avec les m2mes hypotheses que dans la proposition, supposons 
que # Sp f (A) < n pour X E E, alors # Sp f (z,,) < n. 
D&nonstration. Supposons que & ,..., 5,+1 E u(f (so)), alors en prenant des 
disques disjoints D, ,..., Dn+l cent& en ces points, ils rencontrent tous 
u(f (A)) = Sp f (h), pour h assez voisin de Z, , d’apres la proposition precedente, 
ce qui est absurde. Ainsi # c(f (so)) < n ce qui implique # Sp f (q,) < n. 1 
Voici maintenant un resultat sur le non-effilement des ouverts connexes, qui 
est probablement connu, mais sans doute oublie par presque tout le monde 
puisqu’il n’est cite dans aucune des references donnees. 
LEMME 6. Soit U un ouvert connexe non vide de C, alors il est non efile en 
chacun de ses points frontikres. 
Demonstration. Soit x,, E aU, il suffit de montrer que tout cercle de centre z,, 
de rayon p assez petit rencontre U. Soit x1 E U et r tel que 0 < r < ] z, - z,, I. 
Le disque B(x,, , p) pour 0 < p < r rencontre U en un point za different de x0 
et z1 . Comme U est connexe il existe un arc continu r d’extremites zr et za , 
contenu dans U; mais cet arc doit necessairement rencontrer le cercle de centre 
z,, , de rayon p, en un point a E T C U, puisqu’il joint un point a l’exterieur a 
un point a l’indrieur du cercle. 1 
De ce lemme on peut deduire un petit resultat analogue a celui de Kleinecke- 
Shirokov. 
COROLLAIRE 4. Si a[a, b] = 0 021 [a, b] a = 0 et si 0 est sur la front&e 
ext&wre du spectre de a alors p([a, b]) = 0. 
Demonstration. Supposons que [a, b] a = 0, l’autre cas se faisant de la mCme 
facon. Pour 1 X j > 11 a 11 on a: 
qui par prolongement analytique est aussi vrai sur la composante connexe non 
bornee du complementaire du spectre de a. Ainsi p(b) = ~(b - (l/h)[a, b]), 
d’oh j h 1 p(b) = p(M - [a, b]), sur cette composante U qui est non effilee en 0, 
done 




II s’applique en particulier pour les operateurs de spectre fini, denombrable, 
sans point interieur, done par exemple si a est hermitien dans une algebre 
symetrique. 
242 BERNARD AUPETIT 
Nous pouvons maintenat demontrer le resultat fondamental. 
THBORBME 1. Soit h -+f(h) une fonction analytique d’un domaine D de C 
dans une algt!bre de Banach complexe A, alors: 
ou bien l’ensemble des h de D tels que Sp f (h) soit Jini est de capacite’ ext&ieure 
nulle, 
ou bien il existe un entier TZ 3 1 tel que # Sp f (X) = n, pour tout X de D, 
sauf peut-&tre SW un ensemble ferm’ de capacite’ nulle oZZ l’on a # Sp f (A) < n. 
Dkmonstration. Si l’ensemble des h de D dont le spectre est fini n’est pas de 
capacite exterieure nulle il existe un plus petit entier n 3 1 tel que A, = 
@IhED,#Spf@) =n> soit de capacite exterieure strictement positive. 
Dans ce cas, d’apres la proposition 1, il existe X, E A,, tel que pour tout voisinage 
V de h, on sait c+(A, n V) # 0, car sinon, quel que soit h E A,, il existerait 
U(X) voisinage de h, qu’on peut supposer dans une base denombrable {Uk}~~I 
de D, tel que c+(A, n U(X)) = 0 et alors on aurait c+(&) = 0, d’aprb la 
propriete de sous-additivite denombrable de c+. A nouveau, d’aprb la proposi- 
tion 1, il existe done un ouvert U&J, contenant A, , tel que # Sp f (A) = n, 
pour h E U(h,), autrement dit U(h) CA,. Soit 9 la famille des ouverts con- 
nexes non vides contenus dans A,, ordonnee par l’incusion. D’apres ce qui 
precede cette famille est non vide, elle est inductive, done d’aprb le theoreme 
de Zorn admet un Clement maximal, qu’on notera U. D’aprb le lemme 6, 
U est non effile en chacun de ses points frontieres, done, d’aprb le corollaire 3, 
# Sp f (h) < n pour h E au. Montrons maintenant que F = {h 1 h E aU et 
# Sp f (A) < n - I} est f erme. Supposons en effet que h, E F et h, + p, alors 
p E au, done, ou bien # Sp f (p) = n, ou bien # Sp f (p) < n - 1. Le premier 
cas est impossible d’aprb le corollaire 1 de Newburgh, d’oh c’est termirk 
D’aprb la proposition 1, cet ensemble F est de capacite exterieure nulle, car 
sinon il existe k < n - 1 tel que c+(A, n au) > 0 et alors il existe un h dans 
A, n aU tel que pour tout voisinage V de h, c+(A, n a7.J n V) > 0, ce qui 
implique que # Sp f (X) = k, pour un certain voisinage U(X), ce qui est absurde 
puisque ce voisinage rencontre U. Ainsi, d’aprb une prop&C des ensembles 
fermes de capacite exterieure nulle, le complementaire de F est connexe. Si 
0 = C le theoreme est demontre; sinon soient OL E U et /3 $ IT, il existe une 
ligne polygonale r d’extremites 01 et /I, ne rencontrant pas F. Soit y la borne 
superieure, sur r, des /\ tels que r, C U, oh r, designe la partie de r d’extre- 
mites (Y et h. Comme r est non efFilC en y alors # Sp f (y) < n. Le cas 
# Sp f (y) < n - 1 est impossible car il impliquerait y E F. Supposons done 
que # Sp f (y) = n avec y # ,f3. Alors, d’aprb la proposition 1, il existerait 
r > 0 tel que # Sp f (A) = n pour A E B(y, r), mais alors U’ = U u B(y, Y) 
appartiendrait 2 9, ce qui contredit la maxima&C de U. Ainsi y =/I, d’oh 
#Spf(P) = n. I 
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Rmarque. Ce dernier theoreme pourrait se demontrer de facon beaucoup 
plus simple si on pouvait prouver que les fonctions h + Log S&(X)) sont 
sous-harmoniques, oti 6,(x) est le n-i&me diametre de Sp x defini par: 
S,(x) = C1,.ly”~@)X ( n 1 & - 6 1 2’n(n+1)e i<i ) 
D’aprb le lemme 4, ce resultat est vrai pour 71 = 1, mais nous n’avons mCme 
pas ettc capable de le prouver pour 1z = 2. S’il Ctait vrai, d’aprb le theoreme 
de Szegij sur le diametre transfini [20, pp. 71-751, il permettrait de demontrer 
que /\ + Log cap(f(X)) es sous-harmonique, oti cap(x) dbigne la capacite du t 
spectre de X, qui est aussi lim,&InfsE~, 11 p(x)ll)lln, ou 9n designe I’ensemble 
des polynomes de degre n, de coefficient dominant 1. De ce resultat on pourrait, 
en utilisant les techniques de ce travail, deduire une interessante caracterisation 
locale des algebres de Banach quasi-algebriques au sens de Halmos [12], mais 
aussi, d’aprts la proposition 2 de presque-continuite, en conclure, dans certains 
cas, qu’un operateur, par exemple dont le spectre est une courbe, ne peut &tre 
limite sur un ensemble non eflile d’operateurs de spectre fini, denombrable, 
de capacite nulle en gentral. On peut demontrer assez facilement ces dernihes 
conjectures dans les cas commutatif (il suffit d’utiliser les caracteres) et dans 
le cas oh A/Rad A est de dimension finie (chaque point du spectre def(h) varie 
analytiquement sauf en certains points singuliers assez rares). 11 y a la mat&e 
B des recherches interessantes surtout si on veut Clargir la question a la sous- 
harmonicite de X --+ Log x(f(h)) ou x “mesure” une certaine classe d’opera- 
teurs &, par x E & si et seulement si X(X) = 0. Par exemple existe-t-i1 une 
fonction x caracterisant les operateurs de spectre denombrable, ceux dont le 
spectre est de mesure nulle dans C, ou bien un arc ? Comme illustration, si on 
prend 
x(x) = Mgx ($;z I A, - A2 I), 
oh C est un ouvert-ferme de Sp X, alors cette fonction caracterise les operateurs 
dont le spectre est totalement discontinu, mais dans ce cas X + Log x(f(A)) 
est-elle sous-harmonique ? Toutes ces questions sont certainement rb difficiles 
et en rapport avec des proprietes de sous-harmonicit du spectre que nous 
ignorons encore. Une autre question peut-&tre un peu plus simple: existe-t-i1 
un analogue du theoreme 1 pour le spectre denombrable ? 
Dans I’affirmative, ce demier point serait d’autant plus interessant qu’il 
prouverait, a l’aide du premier resultat de Barnes [4], que si pour une algebre 
involutive A tout element hermitien a son spectre denombrable alors A/Rad A 
a un ideal minimal g gauche. 
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2. CARACTBRISATION DES ALGBBRES DE DIMENSION FINIE 
Commencons par le cas des algbbres de Banach complexes. Une fois utilise 
le theoreme 1, il y a plusieurs facons de demontrer le resultat qui suit: on peut 
ou bien suivre la methode de Kaplansky [16] q ui, bien que surtout algebrique, 
a comme points analytiques l’existence d’elements idempotents et le theoreme 
de Gelfand-Mazur, ou bien montrer comme dans la remarque 2 que 
A’ = A/Rad A est algebrique et alors appliquer la methode algebrico-topo- 
logique de Dixon [8] ( a ce propos il est bon de signaler que dans le corollaire, 
page 327, Dixon pretend redemontrer le resultat de Kaplansky-Hirschfeld- 
Johnson, mais son raisonnement est incorrect parce qu’il affirme que 
# Sp x < co implique dim C(x) < co, oh C(x) est la sous-algebre fermee 
engendree par x, ce qui est faux; on peut seulement affirmer que C(x)/Rad C(x) 
est de dimension finie), ou bien, comme nous le ferons dans la remarque 2 
parce que cette methode a l’avantage d’etre autonome, utiliser une modification 
de I’argument de Hirschfeld et Johnson. Dans la demonstration qui suit nous 
exploiterons a fond le fait que # Sp x < n sur tout A et un theoreme de structure 
des algebres algebriques de degre borne dQ a Jacobson. 
THBORBME 2. Si A est une algbbre de Banach complexe contenant un ouvert 
non vide U tel que pour tout x de U son spectre soit jki alors AIRad A est de 
dimension jinie. 
Dtfmonstration. Quitte a raisonner avec A’ = AIRad A, ce qui ne change 
pas le spectre, on peut supposer que A est sans radical. D’apres le corollaire 1, 
le spectre est continu sur U, done U, = {x 1 x E U, # Sp x < m} est un ferme 
de U. Or U = uz=, lJ, et U est un espace de Baire, comme ouvert d’un espace 
complet, done il existe un ouvert V de A et un plus petit entier n tel que 
# Sp x < n, pour x E V. Soient a E I/’ et b E A alors X + a + X(b - a) est 
analytique de @ dans A, mais, d’aprb ce qui precede, il existe r > 0 tel que 
/ X 1 < r implique # Sp(a + h(b - a)) < n, done d’apres le theoreme 1 et le 
fait que B(O, r/2) est de capacite strictement positive, on deduit que 
# Sp(a + /\(b - a)) < n pour tout h E C, done pour A = 1, c’est-Q-dire 
# Sp b < n. Soit I7 une representation irreductible de A sur un espace de 
Banach X. Si dim X > n, il existe n + 1 vecteurs independants x, ,..., x,+r , 
done d’aprb le theoreme de densite de Jacobson il existe b E A tel que: 
w4 311 = Xl 3 n(b) x2 = 2x, ,..., W9 x,+, = (n + 1) G+~ , 
soit (1, 2,..., n + I} C Sp 17(b) C Sp b, ce qui est absurde. Ainsi quel que soit II, 
il existe k < n tel que II(A) E &Z,(C). Soit x E A quelconque, alors 
Sp x = (01~ ,..., 01r}, avec 1 < n, done d’aprb ce qui precede on a 
(17(x) - al)n 1 (Ii(x) - as), ..* (17(x) - OI~)~ = 0, ce qui prouve que 
(x - ar)” ... (x - OI$ E &, Ker L’ = Rad A = (0}, done que A est algebrique 
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et de degre borne. Mais alors, d’apres le theoreme 12, pp. 703-704 de [15], qui 
affirme qu’une algebre, sur un corps infini, sans radical, algebrique de degre 
borne est somme directe d’un nombre fini d’algebre irreductibles, on deduit 
que A est somme directe d’un nombre fini d’algebres de matrices, done de 
dimension iinie. 1 
Remarque 1. D’apres le resultat de Feldman [lo] on peut conclure qu’il 
existe une sous-algtbre B, de dimension finie dans A, telle que A = B @ Rad A, 
oh la somme est directe en tant qu’espaces vectoriels (voir aussi [17, theoreme 33, 
p. 1271). 
Remarque 2. Donnons une autre demonstration. Par le m&me argument 
que celui utilise dans la demonstration de la proposition 1 on peut construire n 
idempotents jr ,..., fn tels que fi + ... + fn = 1 et fifj = 0 si i #j. Denotons 
fiAfi par Ai et montrons que dim Ai = 1. On sait que pour tout x E Ai, on a 
# SP@ < ?.t [W p. 351; si pour un x dans Ai on a # Sp x > 1 il existe K 
idempotents dans A,, avec 2 < k < n, denotesg, ,...,gk tels queg,+...+g, = fi 
et g,g, = 0 pour p # g. Considerons alors y = CF=“=,,,,i X,fr + &, psg, , oti 
les h, et ps sont tous distincts, on verifie alors que Sp, y a au moins n + k - 1 > 
?t + 1 elements, ce qui est absurde. Done # SpAt x = 1 pour tout x E A, , ce 
qui, d’apres Rad Ai = fi Rad Afi = (0) et le theoreme de Gelfand-Mazur, 
donne Ai N Q=. Comme A = CIGisiG,, fiAfi et que dim Ai = 1, pour prouver 
que dim A < T?, il suffit de prouver que fiAfj = {0} ou fiAfi _N C pour i # j. 
Supposons fiAfj # {O}, soit a # 0 un Clement de fiAfi , en particulier a EfiA, 
montrons que fiA = aA. 11 est evident que aA CfiA, supposons que axfi = 0 
pour tout x E A, alors (ax)2 = axax = axfiyfx = 0, done a E Rad A = {0}, ce 
qui est absurde, ainsi il existe x E A tel que axfi = fiyfjxfi # 0, mais d’aprts 
ce qui precede il existe X # 0 tel que axfi = hfi , puisque axfi E fiAfi = tZf$ , 
done fiA = a(x/h) fiA C aA. De fiA = aA on peut deduire qu’il existe b E A 
tel que fi = ab = fiyfjb = (fiyf)(f$fi) = aa’ avec a’ E fjAfi . En rep&ant 
l’argument avec a’ a la place de a on deduit qu’il existe b E fiAfj tel que a’b = fj 
done: 
a = afj = aa’b =fib = b soit fia = afj . 
Soit R: x + xa definie sur fiAf$ , comme Rx = Rxfi = xf*a = xafj = fixafj , 
son image est dans faAfi. De plus S: y -+ ya’ envoie fiAfi dans fiAfi avec 
R o S et S 0 R reduits a l’identid respectivement sur fiAfj et fiAfi , done 
dimfiAfj = 1. 1 
Les resultats qui suivent ne peuvent se deduire des methodes de Kaplansky, 
Hirschfeld-Johnson ou Dixon, il faut necessairement utiliser le resultat fonda- 
mental. En particulier ils generalisent, dans le cas involutif, ceux obtenus par 
Behncke [5] et Wang [24] pour les A*-algebres. 
5W26/3-3 
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THI?OR&ME 3. Soient A une algdbre de Banach complexe, H un sous-espace 
vectoriel reel fermk de A tel que A = H + iH. S’il existe un ouvert non vide U 
de H tel que pour tout x de U son spectre soit jki alors AIRad A est de dimension 
fi nie. 
Demonstration. D’apres le theoreme de Baire il existe un ouvert non vide I/ 
de H et un entier n tel que # Sp x < n pour x E V. Soient a E V et h E H 
quelconque, alors a + h(h - a) E V pour h reel, 1 h 1 < r, r assez petit, done, 
d’aprb le theoreme 1, # Sp(a + h(h - a)) < n pour h E @ puisque A, u *a. u A, 
contient l’intervalle [-r, r] qui n’est pas de capacite nulle. Ainsi # Sp h < n 
pour tout h E H. Si x = h + ih E A alors # Sp(h + hk) < n pour h reel, done 
a nouveau, d’apres le theoreme 1, ce resultat est vrai pour tout X E C, done en 
particulier pour h = i. On applique alors le theoreme 2. 1 
THBOR~ME 4. Si A est une algbbre de Banach reelle contenant un ouvert non 
vide U tel que pour tout x de U son spectre soit j%i alors AIRad A est de dimension 
Ji nie. 
Demonstration. Soit Al’ l’algebre complexifiee de A’ = A/Rad A [19, p, 81, 
A’ est une sous-algebre fermee de A’ et A’ = A’ + iA’, de plus pour x E A’ 
on a Sp,,x = SpAfx, done d’aprb le theoreme 3, &/Rad A’ est de dimension 
finie, mais Rad A’ = {0), car si x + iy E Rad A’ alors x - iy E Rad A’, done 
x, y E Rad A’ n A’ C Rad A’ = {0}, ainsi A’ est de dimension finie. 1 
TH~OR*ME 5. Si A est une algebre de Banach involutive dont l’ensemble H 
des diments hermitiens contient un ouvert non vide U tel que pour tout x de U 
son spectre soit jini alors AIRad A est de dimension jinie. 
D&nonstration. D’aprb le celebre theoreme de Johnson [6, p. 1301 l’involu- 
tion sur A’ est continue, done H’ l’ensemble des elements hermitiens de A’ est 
ferme et drifie A’ = H’ + iH’. Alors A’ est de dimension finie d’aprb le 
theoreme 3. 1 
Les petits resultats qui suivent donnent d’assez jolies caracterisations locale 
de [w, @ ou K. 11s generalisent en particulier le resultat de Edwards [9]. Dans 
le cas oti l’ouvert U contient un Clement central on peut donner des demonstra- 
tions des corollaires 5 et 7 n’utilisant pas la theorie des fonctions sous-harmo- 
niques. Ainsi, on peut done donner des demonstrations purement Clementaires 
des corollaires 6 et 8. 
COROLLAIRE 5. Si A est une algebre de Banach reelle avec unite’ contenant un 
ouvert non side U d ‘c%ments inversibles tel que pour tout x de U on ait 
p(x) p(x-l) = 1, alors A/Rad A est isomorphe a R, @ ou K. Si A est complexe 
alors AIRad A est isomarphe h @. 
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Demonstration. Comme dans le theoreme 3 on peut supposer A sans radical. 
Soit x E U il existe r > 0 tel que -r < h < r implique x - X E U, mais alors 
p(x - X) p((x - h)-l) = 1 implique que le spectre de x est contenu dans 
une intersection de cercles cent&s sur l’axe reel, done qu’il a au plus deux 
elements conjugues. Alors, d’aprb le theoreme 1, # Sp x < 2 quel que soit 
x E A, ce qui avec le fait que dans une algebre reelle le spectre est symetrique 
par rapport a l’axe reel [19, corollaire 1.6.7, pp. 30-311 implique que Sp x = (ar, E} 
pour tout x E A. Montrons que A est un corps: si x est non inversible alors, 
d’apres ce qui precede p(x) = 0 et pour tout y E A, xy ou yx est non inversible, 
done p(xy) = 0, d’oh x E Rad A, ainsi x = 0. On deduit alors que A est 
algebrique de degre 2, done de dimension finie sur Iw, d’apres le theoreme 4, 
et on applique alors le theoreme de Frobenius (voir aussi [19, theoreme 1.7.6, 
p. 401). Dans le cas complexe il existe r > 0 tel que x - X E U pour 1 h ] < r 
et alors on deduit que Sp x est reduit a un seul point, pour x E U, d’ou directe- 
ment, d’apres le lemme 4, que # Sp x = 1 pour tout x E A, ce qui d’aprb le 
resultat de Gelfand-Mazur implique que A 11 C. 1 
COROLLAIRE 6. Si A est une algkbre de Banach reelle avec unite’ contenant un 
ouvert non vide U d’e%ments inversibles tel que pour tout x de U on ait 
Ij x 11 * jj x-l Ij = 1, alors A est isomorphe h R, @ ou K. Si A est complexe elle est 
isomorphe ci @. 
Demonstration. Montrons d’abord que jl x jl * ]I x-l II = 1 sur la composante 
connexe Gr , contenant I’unid, du groupe des elements inversibles. Soit 
E = (x ] x E Gr , Ij x II . II x-l II = l}, c’est evidemment un ferrne de Gr , c’est 
aussi un ouvert car si a E U et x E E alors pour y E Ua-1 on a: 
1 < I] xy ]I * I/ y-lx-l ]I = /I xyaa-l Ij . II aa-ly-lx-l II 
< II x II * II ya II * II a-l II * II a II * II a-9-’ II . II x-l II = 1, 
done xy E E, pour tout y dans le voisinage de l’unid Ua-l. Supposons que 
x E Rad A avec x # 0, alors x,, = (1 + hx)/(l + X), pour h > 0, est inversible 
et appartient B Gr , car (x~ I h 3 0} est connexe et contient 1. Done 
II x, ]I * II XT’ (1 = 1, mais quand h tend vers l’infini, II XT’ ]I tend vers l/II x 11, 
done, d’aprb le theoreme 1.4.21 de [19, p. 181, x est inversible ce qui est absurde, 
ainsi Rad’A = (0). Alors on applique le corollaire 5, en remarquant que 
1 <p(x) p(x-r) < /I x II . II x-l II = 1 pour x E Gr . i 
COROLLAIRE 7. Soit A une algebre de Banach complexe involutive avec unitC 
dont l’ensemble des &ments hermitiens contient un ouvert non vide U d’t%nents 
inversibles tel que pour tout x de U on ait p(x) * p(x-l) = 1, alors AIRad A est 
isomorphe h @ muni de l’involution u -+ u ou h C2 muni de l’involution 
(II, v) + (8, a). 
248 BERNARD AUPETIT 
De’monstration. Comme dans la demonstration du corollaire 5 on obtient 
que # Sp x < 2 quel que soit x E A, done que AIRad A est isomorphe soit a C, 
soit a C2, soit a M,(C). Le dernier cas est impossible comme p(x) . p(x-‘) = 1 
sur U, il reste C, dont la seule involution est u + u et C2 dont les seules involu- 
tions sont (24, v) -+ (zl, V), qui est symetrique et (u, v) + (V, U), qui ne l’est pas; 
mais la premiere ne convient pas. 1 
COROLLAIRE 8. Soit A une alg2bre de Banach complexe involutive avec unite’ 
dont l’ensemble des tSnents hermit&u contient un ouvert non vide U d’&ments 
inversibles tel que pour tout x de U on ait jl x 11 . I/ x-l /I = 1, alors A est isomorphe 
Li 62 ou h 622. 
Dkmonstration. Comme dans le corollaire 6, 11 x 11 . /I x-l Ij = 1 pour 
XEH~G,. Si x=h+ikERadA, avec x#O, on a par exemple h#O, 
done en considerant h, = (I + hh)/(l + X), pour h # 0, on montre que h est 
inversible, ce qui est absurde puisque h E Rad A. Ainsi Rad A = {0}, done 
d’apres le corollaire 8, A N C ou A N C2. 1 
3. LE PROBL~ME DE KUROSH 
Une algebre A est dite localement jinie si toute sous-algebre engendree par 
un nombre fini d’elements de A est de dimension finie. Le probleme de Kurosh 
est le suivant: est-ce qu’une algebre algebrique est localement finie I Cette 
conjecture est fausse comme l’ont montre Golod et Shafarevitch en construisant 
une nil-algebre de dimension infinie engendree par trois elements (voir [13, 
pp. 187-1941). Nous allons cependant montrer que la conjecture est vraie pour 
les algebres de Banach reelles (cela a deja CtC prouve independamment de nous 
et dune autre facon par Dixon [8]). P our cela nous utilisons un lemme bien 
connu [13, lemme 6.4.1., p. 1621 qui affirme que si I est un ideal de A tel que 
I et A/I soient localement finies, alors A est localement finie. Nous prenons 
I = Rad A, on sait d’aprb le theoreme 4 que A/Rad A est localement finie, 
il reste B prouver que Rad A est localement finie. Pour cela il suffit de prouver 
qu’elle est de degre borne [13, p. 1621 et cela est vrai d’apres le resultat de 
Grabiner [ll]. En effet tout Clement de Rad A est nilpotent. Si E,,, = 
{x / x E Rad A, x* = 0} alors Rad A = uz=r E, et les E,,, sont fermts, done, 
d’apres le theoreme de Bake, il existe un ouvert U de Rad A et un entier n 
tel que xn = OpourtoutxEU.SiuEUetbERadAalors(a+h(b-u))~=O, 
pour h assez petit, ce qui implique que (u + h(b - u))~ = 0, done que b” = 0. 
Si on definit les algebres +localement finies comme &ant les algebres involu- 
tives telles que toute sous-algebre engendree par un nombre fini d’elements 
hermitiens est de dimension finie on peut alors montrer, de la m&me facon, que 
toute algebre de Banach complexe involutive et algebrique est *-localement 
finie. 
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Ad&t+ L’extension du thCor&me 1 au cas oh le spectre est denombrable n’a toujours 
pas BtB obtenue, par contre, en utilisant une idbe de R. Basener, nous avons pu, comme 
sugg&, g6nCraliser le r&.&at de Barnes. Pour sa demonstration et d’autres applications 
du thCor&me 1, voir notre livre B paraPtre PropriMs spectrales des algsbres de Banach. 
Les idles dCveloppCes dans cet article nous ont permis, avec John Wermer, de gCn6raliser 
le theorbme de structure analytique d’E. Bishop pour les algebres de fonctions, voir 
Capacity and uniform algebras, a paraitre dans ce m6me journal. 
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